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Вводятся классы групп Xn и Yn следующим образом. Класс Xn состоит из всех конечных групп, ин-
дексы максимальных подгрупп которых не превосходят натурального числа n. Класс Yn состоит из всех 
конечных групп G таких, что для любых подгрупп A  B  G, где A – максимальная подгруппа в B, индекс 
|B : A|  n. Классы Xn и Yn являются насыщенными гомоморфами и Xk  Xn, Yk  Yn  для любого k  n. По-
казано, что класс групп Xn не является наследственным классом. Доказано, что 3-группа из класса Y2079 
разрешима, частично сверхразрешима и её главный ранг не превосходит 11. Приведен пример неразре-
шимой 3-группы из класса Y2080. Кроме того, установлена разрешимость 3-группы G, индексы макси-
мальных цепей подгрупп которой не делятся на 32. На примере класса X15 проиллюстрирована методика 
исследования строения 3-групп при малых значениях индексов максимальных подгрупп.  
В частности, 3-группы из класса X15 имеют нильпотентный коммутант. 
 
1. Введение 
Группы, порядок которых не делится на 3, называются 3-группами. Такие группы изучались в ра-
ботах Э.М. Пальчика и других авторов [1, 2]. 
Исследование конечных групп в зависимости от значений показателей степеней примарных ин-
дексов максимальных подгрупп произведено в работах В.С. Монахова, М.В. Селькина, Е.Е. Грибовской 
и других [3, 4]. 
В настоящей статье 3-группы исследуются в зависимости от величины индексов максимальных 
подгрупп. Рассматриваются классы групп Xn и Yn. Класс Xn состоит из всех конечных групп G, индексы 
максимальных подгрупп которых не превосходят число n. Класс Yn состоит из всех конечных групп G 
таких, что для любых подгрупп A  B  G, где A – максимальная подгруппа в B, индекс |B : A|  n. 
Одним из основных результатов является 
1.1. ТЕОРЕМА. Пусть 3-группа G принадлежит классу Y2079. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 
1) G – разрешимая группа; 
2) G – -сверхразрешима, для  = {2, 5, 7, …, 43}; 
3) rp(G)  2, для p  {13, 17, …, 43}; 
4) rp(G)  3, для p  {7, 11}; 
5) r5(G)  4, r2(G)  11 и r(G)  11. 
2. Основные используемые результаты и понятия 
Используются следующие обозначения: 
- p, q, r – некоторые простые числа; 
- |G| – порядок группы G; 
- |G : H| – индекс подгруппы H в группе G; 
- (G) – множество всех простых делителей порядка группы G; 
- 1, E – единичная подгруппа группы G; 
- M <  G – M – максимальная подгруппа в группе G; 
- N G – N – минимальная нормальная подгруппа группы G; 
- (G) – подгруппа Фраттини группы G, т.е. пересечение всех максимальных подгрупп группы G; 
- F(G) – подгруппа Фиттинга группы G, т.е. произведение всех нормальных нильпотентных под-
групп группы G; 
- Op(G) – наибольшая нормальная p-подгруппа группы G; 
- Zn – циклическая группа порядка n; 
- Sn – симметрическая группа степени n; 
- An – знакопеременная группа степени n; 
- GL(n, pm) – полная линейная группа степени n над полем из pm элементов; 
- SL(n, pm) – специальная линейная группа степени n над полем из pm элементов; 
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- PSL(n, pm) – проективная специальная линейная группа степени n над полем из pm элементов, т.е. 
фактор-группа специальной линейной группы по ее центру; 
- Sz(q) – группа Сузуки, где q = 22m + 1 и m  1 [2]; 
- [A]B – полупрямое произведение нормальной подгруппы A и подгруппы B; 
- A  B – A и B изоморфны; 
- n(G) – нильпотентная длина группы G; 
- r(G) – главный ранг группы G [8, с. 711 – 716]; 
- rp(G) – p-главный ранг группы G [8, с. 711 – 716]; 
- N – класс всех нильпотентных групп; 
- S – класс всех разрешимых групп; 
- A – класс всех абелевых групп; 
- U – класс всех сверхразрешимых групп. 
Пусть X – класс групп. Класс X называется наследственным классом или классом, замкнутым от-
носительно подгрупп, если из условий G  X и H  G следует, что H  X. 
Класс X называется замкнутым относительно фактор-групп или гомоморфом, если из условий G  X 
и N G следует, что G/N  X. 
Класс X называется насыщенным, если из условий G/N  X и N  (G) следует, что G  X. 
Пусть F и H – некоторые формации. Пересечение всех нормальных подгрупп N из группы G, для 
которых G/N  F называется F-корадикалом группы G и обозначается через GF. Произведение формаций 
F и H состоит из всех групп G, для которых GH  F, т.е. FH = {G  G | GH  F}. Для разрешимых насы-
щенных формаций F и H их формационное произведение FH также является разрешимой насыщенной 
формацией. Как обычно, F2 = FF. Все обозначения стандартны и соответствуют монографии [5]. Другие 
обозначения поясняются по ходу изложения материала. 
3. Предварительные результаты 
Для каждого натурального n определим класс групп Xn следующим образом: группа G содержится в 
классе Xn тогда и только тогда, когда индекс |G : M|  n для всех максимальных подгрупп M группы G, т.е.  
Xn = {G | |G : M|  n, для любой M < G}. 
3.1. ПРИМЕР. В проективной специальной линейной группе PSL(2, q) известны все собственные 
подгруппы [5, с. 99]. Кроме того, хорошо известно, что для специальной линейной группы SL(2, q) справед-
ливо свойство (SL(2, q)) = Z(SL(2, q)) = i, где |i| = 2. Поэтому при каждом конкретном значении q можно 
найти минимальное значение n, при котором PSL(2, q)  Xn. Например, максимальные подгруппы в PSL(2, 5) 
имеют порядки 12, 10, 6, поэтому все максимальные подгруппы в PSL(2, 5) имеют индекс, не превос-
ходящий 10, и PSL(2, 5)  X10. Аналогично PSL(2, 7)  X8; PSL(2, 8)  X36; PSL(2, 9)  X15;  
PSL(2, 11)  X55; PSL(2, 13)  X91; SL(2, 7)  X8; SL(2, 8)  X36; SL(2, 9)  X15; SL(2, 11)  X55; SL(2, 13)  X91. 
3.2. ПРИМЕР. Простая 3-группа Сузуки Sz(q), где q = 22m+1 и 2m + 1 – простое число, содержится в 
классе Xn, где n = (1/2)q2(q2 + 1), см. далее лемму 3.11. В частности, 3-группа Sz(23) содержится в классе 
X2080, а группа Sz(25) принадлежит классу X524800. 
Для доказательства основных результатов статьи нам понадобятся следующие результаты. 
3.3. ЛЕММА. Класс Xn является насыщенным гомоморфом и Xk  Xn, для любого k  n. 
Доказательство. Докажем, что Xn – насыщенный класс [5, c. 161 – 162]. 
Рассмотрим нормальную подгруппу N группы G такую, что N  (G) и фактор-группа G/N содер-
жится в классе Xn. Пусть M/N – максимальная подгруппа группы G/N. Так как G/N  Xn, то |G/N : M/N|  n. 
Из равенства |G/N : M/N| = |G : M| вытекает, что группа G содержится в Xn. Значит, Xn – насыщенный 
класс групп. 
Докажем, что Xn – гомоморф. Пусть группа G принадлежит классу Xn и N – нормальная подгруппа 
группы G. Рассмотрим фактор-группу G/N. Пусть H/N является максимальной подгруппой в G/N. По 
[5, лемма 3.17(5)] подгруппа H – максимальная подгруппа в G. Так как |G : H| = |G/N : H/N|  n, то фактор-
группа G/N содержится в классе Xn. Таким образом, Xn – насыщенный гомоморф. 
Пусть k  n. Если G  Xk, то для любой максимальной подгруппы H из G выполняется неравенство 
|G : H|  k  n и, следовательно, G  Xn. Лемма доказана. 
3.4. ПРИМЕР. Класс групп Xn не является наследственным классом. В работе [6, с. 438 – 440] по-
строен пример группы G порядка 2apb (p – простое число), у которой индексы максимальных подгрупп 
являются простыми числами или квадратами простых чисел, но при этом существует подгруппа H, у ко-
Po
lo
ts
kS
U
2007                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия С 
 
 32 
торой индексы собственных максимальных подгрупп достигают четвертых степеней простых чисел. Это 
группа G принадлежит классу Xp2, но ее собственная подгруппа H содержится в классе Xp4 \Xp2. 
3.5. ЛЕММА. Пусть G содержится в классе X7. Тогда справедливы следующие утверждения: 
1) G – разрешимая группа; 
2) порядок группы G будет числом вида 2357, где , , ,  – неотрицательные целые числа; 
3) индексы максимальных подгрупп группы G принадлежат множеству {2, 22, 3, 5, 7}, в частно-
сти, группа G {3, 5, 7}-сверхразрешима. 
Доказательство. Все свойства тривиальны и легко проверяются на основании соответствующих 
определений и теорем. 
Для удобства введем следующее определение. Пусть 
m(G) = {n – натуральное число | существует M < G, |G : M| = n}. 
Тогда для группы G из класса X7 справедливо включение m(G)  {2, 22, 3, 5, 7}. 
3.6. ПРИМЕР. Рассмотрим класс X15  S. Как известно, в разрешимой неединичной группе макси-
мальные подгруппы имеют примарные индексы [5, теорема 4.14(2)]. Следовательно, индексы максимальных 
подгрупп группы G из класса X15  S принадлежат множеству m(G)  {2, 3, 22, 5, 7, 23, 32, 11, 13}. 
Для групп нечетного порядка справедлива теорема Кохлера [6, теорема 3.4]: если в группе G не-
четного порядка индексы максимальных подгрупп делят квадраты простых чисел, то в каждой собствен-
ной подгруппе K индексы максимальных подгрупп из K делят квадраты простых чисел. Поэтому класс 
групп X26  S2 является наследственным классом. 
Для каждого натурального n определим класс групп Yn следующим образом: группа G содержится 
в классе Yn тогда и только тогда, когда индекс |H : M|  n для всех максимальных подгрупп M из нееди-
ничной подгруппы H группы G, т.е.  
Yn = {G | M < H  1, |H : M|  n, для любой H  G}. 
3.7. ЛЕММА. Класс Yn является насыщенным наследственным гомоморфом и Yk  Yn, для любо-
го k  n. 
Доказательство. Доказательство насыщенности и замкнутости относительно фактор-групп класса Yn 
проводится аналогично доказательству леммы 3.3. 
Докажем, что Yn – наследственный класс. 
Пусть G  Yn и N  G. Согласно [5, лемма 1.12] для любой подгруппы K из N справедливо включе-
ние K  G. Поэтому, если M – максимальная подгруппа из K, то индекс |K : M|  n. Следовательно, N  Yn и 
Yn – наследственный класс. 
Включение Yk  Yn для любого k  n очевидно. Лемма доказана. 
Для каждого натурального числа n справедливо включение Yn  Xn. 
3.8. ЛЕММА. Пусть Sz(q) – группа Сузуки, где q = 22m+1 и m  1. Тогда  
1) Sz(q) – простая группа и |Sz(q)| = (q2 + 1)q2(q – 1) [2, теорема XI.3.3]; 
2) если p – нечетное простое число, то силовская p-подгруппа группы Sz(q) циклическая [2, тео-
рема XI.3.9]; 
3) Sz(q) имеет циклические подгруппы U1 и U2 порядков q + 2r + 1 и q – 2r + 1, где r = 2m. Кроме 
того, U1 и U2 – холловские подгруппы группы Сузуки [2, теорема XI.3.10.(a)]; 
4) Если 1  u  Ui, то CSz(q)(u) = Ui и |NSz(q)(Ui) : Ui| = 4, NSz(q)(Ui) = Ui, ti, где 
qt uu i   для всех u  Ui. 
В частности, NSz(q)(Ui) есть группа Фробениуса с ядром Ui [2, теорема XI.3.10.(b)]. 
3.9. ЛЕММА [2]. Группа Sz(q), q = 22m+1, имеет следующие максимальные подгруппы: 
1) H(q) – группа Фробениуса порядка q2(q – 1); 
2) группа диэдра порядка 2(q – 1); 
3) группа Фробениуса [a]b, где aq+r+1 = b4 = 1, r2 = 2q; 
4) группа Фробениуса [a]b, где aq-r+1 = b4 = 1, r2 = 2q; 
5) Sz(s), где st = q, t – простой делитель числа 2m + 1. 
3.10. ЛЕММА [7, теорема 4.174]. Если G – неабелева простая 3-группа, то G  Sz(q), q = 22m+1 и m  1. 
3.11. ЛЕММА. Простая группа Сузуки Sz(q) принадлежит классу Yn\Yn-1, где n = (1/2)q2(q2 + 1),  
q = 22m+1, m  1 и 2m + 1 – простое число. 
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Доказательство. Покажем, что Sz(q)  Xn\Xn-1, где n из условия леммы, а 2m + 1 – простое число. 
По лемме 3.9 группа Сузуки Sz(q), q = 22m+1, m  1 имеет следующие максимальные подгруппы: 
1) H1(q) – группа Фробениуса порядка q2(q – 1) и |Sz(q) : H1| = q2 + 1; 
2) группа диэдра D2(q – 1) порядка 2(q – 1) и индекса |Sz(q) : D2(q – 1)| = (1/2)q2(q2 + 1); 
3) группа Фробениуса H2 = [a]b, где aq + r + 1 = b4 = 1, r2 = 2q и индекса  
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; 
5) Sz(s), где st = q, t – простой делитель числа 2m + 1. 
Сравним эти индексы. Ясно, что |Sz(q) : D2(q – 1)| > |Sz(q) : H1|, а |Sz(q) : H3| > |Sz(q) : H2|. Покажем, 
что |Sz(q) : D2(q – 1)| > |Sz(q) : H3|. Действительно 
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Ясно, что при m  1 справедливы ограничения: 
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 Следовательно, 
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  и |Sz(q) : D2(q – 1)| > |Sz(q) : H3|. 
Теперь сравним индекс |Sz(q) : D2(q – 1)| с индексом подгруппы Sz(s) из пункта (5). Для этого 
сравнения рассмотрим порядки этих подгрупп. Если 2m + 1 – простое, то s = 2 и Sz(s) не существует  
и |Sz(q) : D2(q-1)| наибольший из индексов максимальных подгрупп. 
Значит, индексы максимальных подгрупп не превосходят числа (1/2)q2(q2 + 1) и группа Сузуки 
Sz(q), q = 22m + 1, m  1 принадлежит Xn\Xn – 1, где n = (1/2)q2(q2 + 1). 
Покажем теперь, что Sz(q)  Yn\Yn – 1. Для этого достаточно сравнить порядки максимальных под-
групп с числом n = (1/2)q2(q2 + 1). Очевидно, что индекс |Sz(q) : D2(q – 1)| = n превосходит порядок каждой 
максимальной подгруппы. Следовательно, каждая максимальная подгруппа группы Sz(q) не может со-
держать максимальные подгруппы, индексы которых будут превосходить число n = (1/2)q2(q2 + 1). Это 
означает, что Sz(q)  Yn\Yn-1. Лемма доказана. 
3.12. ЗАМЕЧАНИЕ. В лемме 3.11 условие: 2m + 1 – простое число – является существенным. Ес-
ли число 2m + 1 – составное, то наибольший индекс максимальных подгрупп может быть равен индексу 
максимальной подгруппы из пункта (5) леммы 3.9, а не индексу группы диэдра из пункта (2). Приме-
ром этого может служить группа Sz(215). Она содержит собственную подгруппу Sz(23), которая являет-
ся максимальной. Легко убедиться, что индекс |Sz(215) : Sz(23)| > |Sz(215) : D2(215-1)|, поэтому справедливо 
включение Sz(215)  X|Sz(215) : Sz(23)|, которое в свою очередь является более точным, чем включение Sz(215) 
 X|Sz(215) : D2(215 – 1)|, вытекающее из леммы 3.11. 
3.13. ЛЕММА. При любом значении q простая группа Сузуки Sz(q) не содержится в классе X2079. 
Доказательство. Рассмотрим критический случай для группы Сузуки q = 8. По лемме 3.11 группа 
Sz(8) при 2m + 1 = 3 содержится в классе Y2080. Наибольший индекс максимальных подгрупп равен 2080. 
Значение 2080 достигается на |Sz(q) : D2(q – 1)|. Следовательно, Sz(q) не содержится в классе X2079. Лемма 
доказана. 
4. Основные результаты 
4.1. ТЕОРЕМА. Пусть 3-группа G принадлежит классу Y2079. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 
1) G – разрешимая группа; 
2) G – -сверхразрешима, для  = {2, 5, 7, …, 43}; 
3) rp(G)  2, для p  {13, 17, …, 43}; 
4) rp(G)  3, для p  {7, 11}; 
5) r5(G)  4, r2(G)  11 и r(G)  11. 
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Доказательство. Пусть G – непростая группа. Тогда существует E  N  G и N G. Так как |G/N| < |G|, 
то G/N – разрешимая группа по индукции. Предположим, что N не является разрешимой подгруппой. 
По [5, теорема 2.39] подгруппа N = N1  N2  …  Nk. Следовательно, Ni  Sz(22m + 1), m  1 и Ni  Yn  Xn, 
где n  2079, по лемме 3.11. Противоречие с леммой 3.13. Следовательно, подгруппа N – разрешима. 
По [5, лемма 4.13(2)] группа G также разрешима.  
Пусть теперь G – простая 3-группа. Тогда по лемме 3.10 группа G  Sz(22m + 1), m  1. Теперь  
G  Yn  Xn, где n  2079 по лемме 3.11. Следовательно, Sz(22m + 1)  Xn для n  2079, что противоречит 
лемме 3.13. 
Следовательно, если 3-группа G принадлежит классу Yn, при n  2079, то G – разрешимая группа. 
В работе [3] показано, что p-главные ранги rp(G) разрешимой группы G не превосходят значения 
функций mp(G), т.е. rp(G)  mp(G) для каждого p  (G). Напомним, что mp(G) = max{logp|G : M| | M < G, 
|G : M| = pa}. Поэтому для группы G из класса Y2079 справедливы оценки (2) – (5). Теорема доказана. 
4.2. ЗАМЕЧАНИЕ. Отметим, что 3-группы из класса Y2080 могут быть неразрешимыми. Примером 
служит группа Сузуки Sz(8) порядка 29120. Данная группа, по лемме 3.9, имеет следующие индексы мак-
симальных подгрупп: 1) индекс группы Фробениуса равен 65; 2) группы диэдра – 2080; 3) группы 
Фробениуса – 560; 4) группы Фробениуса – 1456. Следовательно, Sz(8)  Y2080 и не является разрешимой. 
4.3. ТЕОРЕМА. Если у 3-группы G индексы максимальных цепей подгрупп не делятся на число 25, 
то G – разрешимая группа. 
Доказательство. Предположим, что G – неразрешимая группа наименьшего порядка все условия 
теоремы, для которой выполнены. По индукции G – простая группа. 
Так как G – простая 3-группа, то по лемме 3.10 группа G  Sz(q), q = 22m + 1 и m  1. Рассмотрим Sz(8). 
Здесь существуют индексы максимальных цепей подгрупп, которые делятся на 25. Следовательно, груп-
па из условия теоремы является разрешимой. Теорема доказана. 
В качестве иллюстрации данной тематики рассмотрим группы из класса X15. 
4.4. ТЕОРЕМА. Пусть 3-группа G содержится в классе X15. Тогда коммутант группы нильпотентен. 
Доказательство. 3-группа G из класса X15 разрешима по теореме 4.1. 
Применим индукцию по порядку группы G и покажем, что G  NA. Класс NA, образованный про-
изведением разрешимой насыщенной формации нильпотентных групп N и формацией абелевых групп A, 
является насыщенной формацией по [3, лемма 9]. 
Пусть K – нормальная неединичная подгруппа группы G. Рассмотрим фактор-группу G/K, её по-
рядок |G/K| < |G|. Если M/K – максимальная подгруппа группы G/K, то M – максимальная подгруппа 
группы G. По условию теоремы индекс |G : M| принадлежит множеству m(G)  {2, 22, 5, 7, 23, 11, 13}. 
Так как |G : M| = |G/K : M/K|, то условия теоремы наследуют все фактор-группы группы G. Поэтому 
G/K  NA. Ввиду насыщенности формации NA получаем, что подгруппа Фраттини (G) = E. 
Пусть подгруппа Фиттинга F(G) не является минимальной нормальной подгруппой в G. Для разре-
шимой группы с единичной подгруппой Фраттини подгруппа Фиттинга F(G) = K1  K2  …  Kn является 
прямым произведением минимальных нормальных абелевых подгрупп Ki группы G [8, теорема III.4.5]. 
По индукции G/Ki  NA, а поскольку NA – формация и n  2, то G  NA. 
В дальнейшем считаем, что F = F(G) является единственной минимальной нормальной подгруп-
пой группы G. Поэтому F = CG(F) и G = [F]M, где M – некоторая максимальная подгруппа группы G с 
единичным ядром, т.е. группа G примитивна, см. [8, теорема II.3.2]. В соответствии с гипотезой теоремы 
|G : M| примарен (так как группа G разрешима) и не превосходит 15. 
Предположим сначала, что |G : M| = p, где p – простое число из m(G). Тогда G/F – циклическая 
группа как группа автоморфизмов группы F простого порядка p [8, теорема I.4.6]. Ясно, что в этом слу-
чае группа G будет сверхразрешимой, т.е. G  U  NA и группа G  NA. 
Пусть теперь |G : M| = 22. Тогда G/F изоморфна некоторой неприводимой разрешимой подгруппе 
группы GL(2, 2). В этом случае G/F  A, а подгруппа Фиттинга F – нильпотентная 2-группа. Это означа-
ет, что G  NA. 
Осталось рассмотреть случай, когда |G : M| = 23. Фактор-группа G/F будет изоморфна некоторой раз-
решимой подгруппе H группы GL(3, 2). Заметим, что в этом случае подгруппа Фиттинга F является 
наибольшей нормальной 2-подгруппой группы G, значит O2(G/F) = E. Подгруппы группы GL(3, 2)  PSL(2, 
7) исчерпываются следующими группами: E; GL(3, 2); Z2; Z3; Z7; Z2  Z2; Z4; D8; S3; A4; S4, [Z7]Z3 [8, тео-
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ремы II.6.15; II.8.27]. Из них разрешимой 3-группой, удовлетворяющей условию O2(G/F) = E, является 
только группа Z7. Эта группа абелева. Поскольку F нильпотентна и |F| = 23, то G  NA. 
Итак, G  NA. Теперь из установленной принадлежности следует, что коммутант группы G ниль-
потентен. Теорема доказана. 
4.5. ПРИМЕР. Группы из класса X15 могут быть неразрешимыми. Например, группа SL(2, 7)  X8  X15 не 
является разрешимой. Кроме того, 3-группы из класса X15 могут быть несверхразрешимыми. Приме-
ром такой группы является группа [E8]Z7, где Z7 действует неприводимо на элементарной абелевой 2-
группе E8 порядка 8.  
4.6. СЛЕДСТВИЕ. Если 3-группа G содержится в классе X15, то нильпотентная длина группы G не 
выше 2. 
Доказательство. В доказательстве теоремы 4.4 было установлено включение G  NA. Из этой 
принадлежности следует, что GA  N и нильпотентная длина группы G не выше 2. Следствие доказано. 
4.7. ЗАМЕЧАНИЕ. Следствие 4.6 является уточнением нильпотентной длины группы G, получен-
ной в [9, следствие 3 теоремы 2], для случая, когда конечная 3-группа G содержится в классе X15. 
4.8. СЛЕДСТВИЕ. Если 3-группа G содержится в классе X15, то группа G – 2-сверхразрешима. 
Доказательство. Пусть 3-группа G содержится в классе X15. Тогда m(G)  {2, 22, 5, 7, 23, 11, 13} и 
по [8, теорема VI.9.3] группа G – 2-сверхразрешима. Следствие доказано.  
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